Complementi di Metodi Matematici per la Fisica (AA 2012/13 — L. Chierchia)

Problema P16

(i) Sia f € C(0B(0,7),R) e R una matrice di rotazione (ossia R € Mat(3 x 3) con RT = R™1).

Dimostrare che
/ fdo= / foRdo .
OB (0,r) oB(0,r)

(ii) Sia u soluzione di
g —Au=0,z€R, t>0,
u(x,0) =0, v €R3,
ut(x,0) = h(Z) , T = (z1,22) .

Dimostrare che u(x,t) = u(Z,t) (ossia che v non dipende da z3) e che quindi u ¢ soluzione di

utt—Aju:O,:ZG[Rz,t>0,
w(#,0)=0, z € R?,
u(%,0) = h(z) , T € R? .

(iii) Dimostrare che la soluzione di

Utt*AUZO, I’E[R2,t>0,
u(r,0)=0, z €R?,
ug(x,0) = h(z) , € R? .

¢ data da

1
u(x,t) = 7/ & dy
27 J () /2 — |y — z]?

[Suggerimento: usare (ii) e scegliere, nella formula risolutiva in R® x Ry, x = (21, x2,0).]

(iv) Scrivere le formule risolutive complete del problema di Cauchy per le onde in R* x R, e
R? x Ry (con dato iniziale generale u|i—g = g € ut|t—o = h).

(v) Scrivere 'equazione differenziale che soddisfa la media sferica di una soluzione del proble-
ma di Cauchy per le onde in R” x R4 [equazione di Eulero—Poisson—Darboux].

(vi) Enunciare e dimostrare il principio di Duhamel per il problema

upy — Au = f(z,t), x€R* , t>0,
w(z,0) =0, x € R™,
ut(x,0) =0), x € R™.



